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Resumen

En esta ponencia se comentan algunos aspectos de un trabajo en fase de realizacion. El
objetivo del mismo es utilizar la nocion de obstdculo epistemoldgico definida en el marco
de la teoria de situaciones diddcticas para terciar y, en la medida de lo posible, zanjar
la polémica sobre la ezistencia de obstdculos en la historia de los mimeros negativos y
su influencia en la ensefianza actual, polémica surgida hace ya anos pero que sigue sin
resolverse. En la ponencia se presentan algunos aspectos del estado de la cuestion y ciertas
aportaciones al tema.

1. La nocién de obsticulo epistemolégico

La nocién de obsticulo epistemoldgico, que aparece por primera vez en el dmbito
de la epistemologia de las ciencias experimentales (Bachelard, 1938), fue retomada por
Brousseau en 1976 y redefinida en términos de la teoria de situaciones didacticas.

En dicha teoria se postula que un alumno adquiere un conocimiento cuando, enfrentado
a una situacién-problema cuya solucién exige ese conocimiento, es capaz de generarlo en
forma de estrategia de resolucién de la situacién. El conocimiento es, por tanto, el resultado
de la adaptacién de un sujeto a un conjunto de situaciones en las que es itil como estrategia
de resolucién. La consecuencia inmediata de este postulado es que los conocimientos de un
alumno sobre una nocién matematica dependeran de la experiencia adquirida afrontando
situaciones en las que dicha nocién esta implicada.

Ahora bien, en la ensefianza es imposible presentar para cada nocién matemaética el
conjunto de todas las situaciones en las que ésta interviene, lo que obliga a elegir unas pocas
de entre ellas, un subconjunto de situaciones. Y esa eleccién puede dar lugar a que el alumno
adquiera una concepcién, es decir, un conjunto de conocimientos referentes a la nocién
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matematica que funcionan con éxito en ese subconjunto de situaciones y para determinados
valores de sus variables diddcticas, pero que no son eficaces e, incluso, provocan errores
al utilizarse en otro subconjunto de situaciones o al modificar las variables didécticas de
la situaciones consideradas. Una concepcién tiene, por tanto, un campo de problemas en
el que funciona y otro campo de problemas en el que no permite resolver o, al menos,
dificulta la resolucién. De manera que la ampliacién del campo de problemas va a obligar
a la concepcién a evolucionar, modificando alguno de sus aspectos, para adaptarse a las
nuevas situaciones.

Pero, dentro de esta perspectiva y desde un punto de vista tedrico, pueden plantearse
otras alternativas a la evolucién de concepciones. Por ejemplo, podria darse el caso de que,
acerca de una misma nocién mateméatica y en un mismo sujeto, aparecieran dos concep-
ciones contradictorias ligadas a dos subconjuntos de situaciones diferentes, lo que, tarde o
temprano, obligarfa al sujeto a integrar las dos concepciones limando los aspectos contra-
dictorios o a rechazar una de ellas. También podriamos encontrarnos con una concepcion
a la que ya no fuera posible hacer evolucionar para que asumiera nuevos campos de pro-
blemas, en cuyo caso no quedaria mas alternativa que el rechazo de la concepcién y su
sustitucién por otra.

En estos casos, en los que la ampliacién del campo de problemas exige la sustitucién
de la concepcién antigua, vilida hasta ese momento, por una nueva y, ademas, el sujeto
que la posee se resiste a rechazarla y trata, a pesar de la constatacién de su fracaso, de
mantenerla, de adaptarla localmente, de hacerla evolucionar lo menos posible, se dice que
la concepcidn es un obstaculo. Y esa concepcién obstaculo se pondra de manifiesto a través
de los errores que produce, errores que no seran fugaces ni erraticos, sino reproductibles y
persistentes.

Brousseau expone sus primeras ideas sobre las nociones de concepcién y obstaculo en
diferentes articulos (1980, 1981, 1983, 1988, 1989a, 1989b). Entre ellas figura una clasifi-
cacién de los obstaculos atendiendo a que su origen se situe en uno u otro de los polos
del sistema didéctico -alumno, profesor y saber- o en la sociedad en general, lo que le
permite distinguir entre obstaculo ontogenético, didédctico, epistemoldgico o cultural. En
particular, califica un obstaculo de epistemolégico si se puede rastrear en la historia de
las matematicas y la comunidad de matematicos de una determinada época ha tenido que
tomar conciencia de él y de la necesidad de superarlo. En este caso, el rechazo explicito
del obstaculo forma parte del saber matematico actual.

Por otro lado, Duroux (1982) propone una lista de condiciones necesarias para poder
calificar de obstdculo a una concepcién. Esta lista, con algunas modificaciones introducidas
por Brousseau, es la siguiente:

a) Un obstaculo serd un conocimiento, una concepcién, no una dificultad ni una falta de

conocimiento.

b) Este conocimiento produce respuestas adaptadas a un cierto contexto, frecuentemente

reencontrado.

c¢) Pero engendra respuestas falsas fuera de este contexto. Una respuesta correcta y uni-

versal exige un punto de vista notablemente diferente.
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d) Adems3s, este conocimiento resiste a las contradicciones con las que se le confronta y al
establecimiento de un conocimiento mejor. No es suficiente poseer un conocimiento mejor para
que el precedente desaparezca (lo que distingue la superacién de obstaculos de la acomodacién

de Piaget). Es pues indispensable identificarlo e incorporar su rechazo en el nuevo saber.

e) Después de tomar conciencia de su inexactitud, el obstaculo continua manifestandose

de forma intempestiva y obstinada. (Brousseau, 1989a, p. 43)

Como podemos ver, en la teoria de situaciones la nocién de obstéculo epistemolégico
queda englobada en una categoria més amplia, la de obstéculo, que a su vez es un caso par-
ticular de otra nocién mas general, la de concepcién. Ademds, la definicién de obstdculo
epistemolégico conlleva, implicitamente, el establecimiento de un paralelismo entre las
concepciones obstdculo que poseen los alumnos actuales y determinados conocimientos y
saberes histéricos que han obstaculizado la evolucién de las matemaéticas y cuyo rechazo ha
sido incorporado al saber trasmitido. Esto induce a extender el concepto de concepcién uti-
lizdndolo también como significante del estado de conocimiento propio de los mateméticos
de otras épocas.

Aparece asi el término ‘concepcidén histérica’ para referirse a la concepcién que de-
terminado matematico de otra época ha podido tener de una cierta nocién matemaética,
siempre que esa concepcién sea relevante, es decir, que represente la forma de pensar de
una parte significativa de la comunidad de matemaéticos de su tiempo. La determinacién de
estas concepciones histéricas se hace a partir de la lectura de la obra escrita del matemadtico
considerado.

2. Obstéaculos epistemolégicos en los niimeros negativos: la aportacién de Glae-
ser

La primera referencia a obstéculos epistemolégicos en los niimeros negativos aparece en
un articulo de Glaeser publicado en 1981. En él, el autor manifiesta su intencién de buscar
los obstaculos que se oponen a la comprensién y aprendizaje de los nimeros negativos. Para
ello, y haciéndose eco de la “sorprendente lentitud” del proceso histérico de construccién
del concepto de niimero negativol, busca los vestigios de esos obstaculos en el pasado,
analizando, mediante una técnica de comentario de textos, lo que los mateméticos de
distintas épocas? dijeron sobre dichos nimeros.

1 Ta lectura de los textos citados por Glaeser muestra que desde la primera formulacién de la regla de
los signos, hecha por Diofanto, hasta mediados del siglo XIX, se utilizan de continuo unos entes, los ahora
Namados nidmeros negativos, que eran necesarios en muchas ramas de las matematicas {4lgebra, anilisis,
geometria analitica, trigonometria, etc.), pero que la comunidad matemética no sabia como encajar dentro
de su cuerpo teérico. Los nimeros negativos se usaban con profusién y sin dificultad, pero cuando los
grandes mateméticos se vefan obligados a dar explicaciones sobre su naturaleza, lo hacian en unos términos
dificilmente concebibles hoy en dia.

2 Se citan textos de: Diofanto, Stevin, Descartes, Mc Laurin, Clairaut, Euler, Cramer, D’alembert,
Carnot, Laplace, Cauchy y Hankel.



Ahora bien, aun cuando Glaeser empieza su articulo refiriéndose a la nocién de
obstaculo en Bachelard y Brousseau, enseguida aclara que considera prematuro precisar
demasiado el término ‘obstdculo’ y que lo utiliza con un sentido amplio, equiparandolo
a ‘dificultad’, ‘umbral’, ‘sintoma’, etc. En estas condiciones, el autor considera que en la
evolucién histérica de la nocién de nimero negativo desde sus primeras emergencias hasta
el concepto actual, se pueden constatar los siguientes obstaculos:

- Falta de aptitud para manipular cantidades negativas aisladas. Indica con esto el he-
cho, observable en la obra de Diofanto, de que la necesidad de efectuar célculos algebraicos
con diferencias y, en particular, la necesidad de multiplicar dos diferencias, le lleva a enun-
ciar la regla de los signos y, sin embargo, no acepta la existencia de nimeros negativos
aislados.

- Dificultad para dar sentido a las cantidades negativas aisladas. En la obra de algunos
matematicos (Stevin, D’Alembert, Carnot y, posiblemente, Descartes) se constata que
conciben la existencia de soluciones negativas de las ecuaciones, las “ven” y las tienen
en cuenta, pero no pueden aceptarlas como cantidades reales y las justifican diciendo, por
ejemplo, que son cantidades ficticias que expresan un defecto en el enunciado del problema.

- Dificultad para unificar la recta real. En el intento de sobrepasar el obstaculo anterior
interpretando las cantidades negativas como cantidades reales, se observa que algunos
matem4ticos (McLaurin, D’Alembert, Carnot y Cauchy) concebian los negativos y los
positivos en términos antinémicos: “lo negativo” neutralizaba, se oponia a “lo positivo”,
pero era de naturaleza distinta. Es decir, la cantidad negativa era tan real como la positiva,
pero estaba tomada en un sentido opuesto. Esta heterogeneidad que se establecia entre
negativos y positivos no facilitaba su unificacién en una tinica recta numérica y, en cambio,
favorecia el modelo de dos semirrectas opuestas funcionando separadamente.

- La ambigiiedad de los dos ceros. Glaeser se refiere con esto a las dificultades que
hubo entre los mateméticos (Stevin, McLaurin, D’Alembert, Carnot, Cauchy y, quiza,
Euler y Laplace) para pasar de un cero absoluto, un cero que significaba la ausencia de
cantidad de magnitud, a un cero origen elegido arbitrariamente. Uno de los razonamientos
maés extendidos entre los matematicos que se oponian a la consideracién de las cantidades
negativas como cantidades reales y no como meros artificios del cdlculo, era que no se podia
admitir la existencia de cantidades que fueran “menos que nada”3.

- El estancamiento en el estadio de las operaciones concretas. La superacién de los
obstdculos anteriores permite aceptar los nimeros negativos como cantidades reales y justi-
ficar su estructura aditiva, pero no asf la estructura multiplicativa. El problema de justificar
la regla de los signos lo resolvié definitivamente Hankel en 1867, cuando propuso prolongar
la multiplicacién de R* a R respetando un principio de permanencia que conservaré de-
terminadas “buenas propiedades” de la estructura algebraica de los reales positivos. Esto,
a juicio de Glaeser, supone un cambio total de perspectiva en la resolucién del problema:

3 Hay que tener en cuenta, como muy bien sehala Glaeser (1981, p. 239), que el establecimiento de
las escalas de temperatura Celsius 0 Réaumur, uno de los hechos que pudo contribuir a la aceptacién de
un cero origen y de cantidades por debajo de cero, fue bastante tardio. Réaumur realizé sus primeros

termémetros en 1730 y Celsius en 1742, pero tardaron casi un siglo en popularizarse.
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Ya no se trata de descubrir en la Naturaleza ejemplos practicos que “expliquen” los
nimeros enteros de un modo metaférico. Estos niimeros ya no son descubiertos, sino inven-
tados, imaginados. (Glaeser, 1981, p. 337)

Se trata, por el contrario, de una justificacién puramente formal basada en necesidades
internas de las matematicas.

Al hecho de creer que una nocién matemadtica debe tener un referente en el mundo
fisico que le dé sentido y a partir del cual se puedan justificar sus propiedades, es a lo que
Glaeser parece llamar “estadio de las operaciones concretas”. Esta creencia se relaciona,
segiin el autor, con una corriente ideoldgica muy amplia que se inicia en los Elementos
de Euclides e impregna todo el pensamiento matemadtico hasta fines del siglo XIX. Se
caracteriza por suponer que los objetos matemaéticos son objetos del mundo fisico que han
sido suficientemente idealizados para poder insertarlos en un discurso hipotético-deductivo,
lo cual permite que alli donde ese razonamiento deductivo no alcanza, pueda recurrirse al
“pensamiento natural”, el “sentido comin” o la “intuicién” como medio de justificacién del
discurso matematico. Pero esta forma de entender las matematicas, que posee indudables
ventajas, también tiene serios inconvenientes, como el que se plantea cuando a través del
razonamiento deductivo se demuestran propiedades que repugnan a la “razén natural”.
Glaeser atribuye a matematicos como Stevin, Euler, D’Alembert, Carnot y Laplace este
tipo de ideologia, mientras que la postura de Hankel representa la superacién del obstaculo.

- Deseo de un modelo unificador. Es el deseo, largamente sentido por la comunidad
matematica, de encontrar un buen modelo concreto que justifique tanto la estructura adi-
tiva como la multiplicativa de los ntimeros enteros y que pueda ser comprendido con relativa
facilidad por las personas que estén en vias de aprenderlos. Su existencia hubiera evitado la
necesidad de superar el obstdculo anterior, pero hasta hoy no ha sido encontrado y los que
se utilizan habitualmente en la ensefianza, como, por ejemplo, el modelo de ganancias y
pérdidas, sélo explican satisfactoriamente la estructura aditiva, pero a costa de convertirse
en un obstéculo para la comprensién de la estructura multiplicativa. También aqui la obra
de Hankel ha supuesto la superacién del obstdculo al rechazar la bisqueda de un modelo
explicativo de los enteros.

Glaeser concluye diciendo que seria necesario realizar experiencias con los alumnos
para comprobar si alguno de los obstaculos puestos en evidencia en el estudio histérico se
reproduce en los procesos de ensefianza actuales. Afiade también que su investigacién pone
de manifiesto que los modelos concretos, habitualmente utilizados en la ensenanza de los
numeros enteros, son un obstaculo para la comprensién de su estructura multiplicativa.

3. Obstaculos epistemolégicos en los niimeros negativos: otras aportaciones

Son varios los autores que, a raiz del trabajo de Glaeser, discuten el tema de los
obstdculos epistemolégicos en los nimeros negativos. Entre ellos, Duroux (1982) hace hin-
capié en que la definicién de obstaculo epistemolégico propuesta por Brousseau exige que
el obstaculo sea un conocimiento, no una falta de conocimiento. Teniendo esto en cuenta,
Duroux considera que los dos primeros obstaculos epistemolégicos propuestos por Glaeser:
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la “falta de aptitud para manipular cantidades negativas aisladas” y la “dificultad para
dar sentido a las cantidades negativas aisladas”, no debieran ser considerados como tales
pues sélo indican un déficit de conocimiento.

Sin embargo, la “dificultad para unificar la recta real”, puede ser, segiun Duroux, un
sintoma de una posible concepcién obstaculo caracterizada por considerar a los nimeros
negativos como objetos de naturaleza distinta a los positivos. Anade, ademas, que la con-
cepcion del nimero como expresion de la medida de una cantidad de magnitud, concepcién
trasmitida por la ensenanza elemental, puede estar en la base de la diferente consideracién
de positivos y negativos, dado que entonces el nimero negativo sélo puede interpretarse
como una medida “a la inversa”, como un objeto compuesto de dos partes: el signo — y una
medida, mientras que el positivo representa, sin mas, una medida. Esto puede llevarnos a
interpretar los nimeros enteros negativos como algo radicalmente distinto de los nimeros
naturales y no como su prolongacion.

Brousseau (1983) argumenta en la misma linea que Duroux, insistiendo en que hay
que distinguir entre un “obstaculo” y una “dificultad”, sugiriendo que lo que propone
Glaeser son “dificultades” que pueden servir como punto de partida para la busqueda de
los verdaderos “obstaculos”:

Muy a menudo, es entre las “dificultades” donde hay que buscar los indicios de los
obstéculos, pero para satisfacer la primera condicién que dice que un obsticulo es un cono-
cimiento, el investigador debera hacer un esfuerzo para reformular la “dificultad” que estudia
en términos, no de una falta de conocimiento, sino de conocimiento (falso, incompleto. .. ).
(Brousseau, 1983, p. 190)

Pero ademas es necesario establecer, no sélo los errores, dificultades y resistencias que
ese obstaculo produce, sino también el dominio donde se revela eficaz:

Y hay que hacer notar que no basta con identificar las dificultades y los fracasos del

conocimiento-obstéculo, sino también, y sobre todo, sus éxitos. (Brousseau, 1983, p. 192)

En el intento de encontrar el obstdculo u obsticulos que puedan estar detrds de esas
dificultades, Brousseau (1983, p. 191) hace la hipétesis de que el empleo de nimeros con
signo se generaliz6 al atribuir arbitrariamente el estatuto de “positivo” o “negativo” a las
medidas de las cantidades de magnitud, segin el papel que representaban en la situacién.
Por ejemplo, dependiendo de la situacién, la entrada y salida de productos en un co-
mercio puede notarse positiva o negativamente. Esos nimeros, considerados aisladamente
son nimeros sin signo, puesto que representan medidas de magnitudes; el signo es algo
circunstancial, provisional, que sirve para indicar la oposicién de unas cantidades respecto
a otras en el transcurso de la accién. Asi pues, el caricter “relativo” de los niimeros positivos
y negativos pudo jugar un papel importante en su creacién y aceptacién y suponer un
obstaculo a una concepcién que asuma el signo como algo intrinseco al propio niimero.

También retoma la propuesta de Duroux, respecto a que la concepcién de los nimeros
negativos como objetos de naturaleza distinta a los positivos pudo ser un obstéculo a la
homogeneizacién de los dos tipos de nimeros y su inclusién en una tnica clase: la de
los enteros, pero advierte de que, tanto la “relatividad de positivos y negativos” como
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“la diferente naturaleza de los negativos respecto a los naturales”, son sélo candidatos a
obstéculo y que su aceptacién como tales exige probar la resistencia de esas concepciones
a evolucionar y los errores repetidos que produjeron. Brousseau piensa que en el intento
de probar el caracter de obstdculo de estas concepciones es muy probable que se haga
evidente la existencia de un obstaculo todavia més antiguo: “la concepcién del nimero como
medida”, es decir, la idea de que un objeto matematico sélo puede recibir la consideracién
de nuimero si representa o puede representar la medida de una cantidad de magnitud.

Schubring (1986, 1988) realiza un trabajo parecido al de Glaeser, pero analizando,
sobre todo, textos escritos por matematicos alemanes. A la hora de explicar la dificil emer-
gencia del mimero negativo, recurre también al término ‘obstaculo’, pero con un sentido
distinto al usado por los autores anteriores. Asi dice (1986, pp. 22-24) que las principales
causas de impugnacién de los nimeros negativos como objeto plenamente matemético
pertenecen a tres grandes categorias:

- Obstdculos internos a las matemdticas. Dentro de esta categoria senala la dificultad
para distinguir entre cantidad, magnitud y nimero. Histéricamente, el concepto bésico
de las matematicas ha sido el de cantidad, pero, hoy en dia, ese término ha dejado de
representar una nocién matematica precisa, siendo sustituido por el de nimero. A juicio de
Schubring, uno de los hechos que obstaculizé el proceso de conceptualizacién del niimero
negativo fue la tardia diferenciacién entre nimero, cantidad y magnitud que revela la
lectura de textos matematicos franceses. Segin él, se trata de un fendémeno localizado
que no puede extenderse a otros paises como, por ejemplo, Alemania, donde un desarrollo
temprano del concepto de nimero, separado de los de cantidad y magnitud, evité parte de
las dificultades observadas en el pais vecino.

- Obstdculos epistemoldgicos. Considera como tales, los que se refieren a:

Las epistemologias subyacentes a la trasmisién del saber cientifico a la sociedad en general.
Por “epistemologia” se puede entender las concepciones sobre las condiciones de “existencia”

de las entidades mateméticas. Estas epistemologias se presentan con la siguiente alternativa:

- una epistemologia sustancialista (u ontolégica), segtin la cual los conceptos se justifican

por reduccién a unos entes a los que se concede una existencia semejante a la del mundo fisico;

- una epistemologia sistémica, donde la existencia estd justificada por la coherencia del
campo conceptual y los conceptos no deben satisfacer més que condiciones internas a las

mateméaticas. (Schubring, 1986, p. 23)

En opinién del autor, la opcién por una u otra de estas alternativas puede ser respon-
sable de alguna de las rupturas descritas en el &mbito de los ntimeros negativos. Se observa
aqui una cierta coincidencia entre Schubring y Glaeser respecto a un posible obstaculo, aun
cuando le dan nombres distintos: el primero le adjudica el término genérico de ‘obstéculo
epistemoldgico’, mientras que el segundo le llama ‘estancamiento en el periodo de las ope-
raciones concretas’.

- Arquitectura de las matemdticas. Se refiere con esto a una tercera categoria de
obstaculos que tienen que ver con la importancia que en cada época se ha concedido a
las distintas ramas de las matematicas, en particular, al dlgebra y a la geometria. El hecho
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de que las dos tengan igualb importancia favorece a nociones, como la de cantidad, inte-
gradoras de los dos 4mbitos, lo que perjudica el proceso de diferenciacién entre nimero y
cantidad; si se considera a la geometria como la rama maés importante de las matemaéticas,
la cantidad se convierte en la nocién bésica de las matemdticas y la de nimero es una
nocién subsidiaria; por ultimo, si es el dlgebra la disciplina fundamental y la geometria
un campo de aplicacién del algebra, se tiene entonces la concepcién que sostuvo el pro-
ceso llamado de ‘aritmetizacion de las matematicas’ con el nimero como nocién basica.
Schubring considera que muchas rupturas conceptuales pueden explicarse en términos de
concepciones sobre la arquitectura de las matemaéticas.

Es evidente que la concepcidn de obstaculo que maneja Schubring estd muy alejada
de la propuesta de Brousseau. Parece que entiende por obstdculos ciertos conocimientos
meta-matematicos que son, segun él, las causas ultimas de las rupturas observadas en
el proceso de evolucién del estatuto matemético de ciertas nociones; rupturas que, por
otra parte, queda sin definir en qué consisten y cémo se reconocen. Unicamente en la
primera categoria de obstdculos que propone, los “obstaculos internos”, hace referencia a
conocimientos propiamente matematicos y no de epistemologia de las matematicas, pero
enseguida ahade que esta categoria no parece haber sido la causa principal de las rupturas
e, incluso, parece haber contribuido al lento progreso del estatuto matematico del niimero
negativo, dejando en manos de las otras dos categorias: los “obstéculos epistemolégicos” y
la “arquitectura de las matemadticas”, la responsabilidad de las tales rupturas.

Por otro lado, Brousseau califica de “epistemolégicos” a los obstéculos encontrados
en la ensenanza de las matemaéticas si se constata que en alguna época histérica la co-
munidad matemadtica tuvo que franquear ese mismo obstdculo y las huellas de ese hecho
pueden encontrarse en el discurso matematico actual. Sin embargo, Schubring utiliza di-
cho calificativo para referirse, como ya hemos dicho, a ciertas concepciones filoséficas sobre
las condiciones de existencia de los objetos matemdticos que, a su juicio, impregnan los
procesos de transmision del saber matematico a la sociedad.

Todo esto nos permite constatar que la discusién sobre los obstaculos epistemolégicos
en los nimeros negativos tiene una dimensién mas profunda: la discrepancia sobre la na-
turaleza y utilidad de la nocién de obstaculo epistemoldgico en el 4mbito de la didactica
de las matematicas.

4. Resumen del estado de la cuestién

Aun cuando la polémica de la que hemos dado cuenta en los apartados anteriores
se produjo hace ya bastantes afios, no ha habido desde entonces ninguna contribucién
importante al tema. De hecho, la situacién en el momento actual podria resumirse en los
siguientes términos:

1) La nocién de obstéculo epistemoldgico ha seguido recibiendo interpretaciones diver-
sas y, en general, bastante alejadas del sentido inicial definido por Brousseau (Sierpinska,
1989; Artigue, 1990; Chevallard, Bosch y Gascén, 1997), mientras que en otros casos se ha
sustituido por nociones consideradas més apropiadas (Léonard y Sackur, 1990). Sin em-
bargo, el obstéculo epistemoldgico tal como lo concibe Brousseau no ha sido contrastado
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experimentalmente -la mayor parte de los investigadores que lo han utilizado lo han hecho
déndole un significado distinto del propuesto por él-, ni tampoco se han hecho objeciones
que justifiquen su abandono o sustitucién por otro concepto.

2) La propuesta de Glaeser sobre posibles obstdculos en la historia de los nimeros
negativos a tener en cuenta en la ensenanza actual, al margen de las criticas ya comentadas,
no ha vuelto a discutirse. Los trabajos posteriores sobre epistemologia del nimero negativo,
o bien no se expresan en términos de obstaculos, o bien hacen una utilizacién ambigua del
término en la que caben sinénimos como ‘dificultad’, ‘ruptura’, etc., o bien repiten con
pequenas matizaciones lo ya dicho por Glaeser, Brousseau, Duroux o Schubring, pero sin
aportar pruebas que justifiquen su postura. Por consiguiente, en estos momentos no hay
acuerdo sobre la existencia o no de obstaculos en la historia de los nimeros negativos, ni
sobre cudles son éstos, supuesto que existan.

3) La determinacién de obstaculos en la historia de las matemdticas es interesante
desde el punto de vista didactico si se constata su pervivencia en la ensenanza actual y, en
particular, en los alumnos actuales. Un obstaculo epistemolégico es, ante todo, una con-
cepcién detectable en un nimero significativo de alumnos que puede ser puesta en relacién
con ciertas concepciones histéricas. Sin embargo, no existen apenas investigaciones que
relacionen las concepciones de los alumnos sobre los nimeros negativos con las investiga-
ciones sobre obstaculos en la historia de dichos nimeros. Es mas, de hecho apenas existen
investigaciones sobre errores de los alumnos que se analicen en términos de concepciones.
La mayor parte de los cuestionarios pasados a los alumnos se limitan a aspectos muy
puntuales y no permiten relacionar entre si los errores relativos a diferentes aspectos del
numero negativo.

Unicamente Coquin-Viennot (1985) e Iriarte et al. (1991) analizan los errores de los
alumnos en términos de obstaculos: la primera usando el concepto propuesto por Brousseau
y las segundas dandole un sentido parecido al de Glaeser. Pero sus deducciones no han sido
confirmadas ni rechazadas por ninguna investigacién posterior. Otros investigadores como
Peled (1991) o Gallardo (1996) intentan también encontrar una coherencia en los errores
de los alumnos que los acerca a la bisqueda de concepciones, pero sin tener en cuenta la
posibilidad de los obstéaculos.

4) Las conclusiones que se desprenden de los estudios sobre obstéculos epistemolégicos
en los nimeros negativos hacen sospechar que una introduccién de los mismos o, méas en
particular, de los niimeros enteros, por medio de modelos concretos?, que es la opcién mas
elegida hoy en dia, puede resultar poco conveniente. Para empezar, no sélo es evidente
que, aun cuando dichos modelos justifican bastante satisfactoriamente la suma de enteros,
no ocurre lo mismo con el producto, sino que hay que afrontar la posibilidad, comentada
entre otros, por Glaeser (1981), Coquin-Viennot (1985) y Gobin et al. (1996), de que dichos

4 Son muchos los modelos concretos que se utilizan o se proponen en la ensefianza de los nimeros
enteros (deudas y haberes, temperaturas, fichas de dos colores, méviles que recorren un camino, etc.).
Bésicamente, pueden clasificarse en dos tipos: modelos de neutralizacién en los que dos niimeros enteros
opuestos representan fuerzas que se neutralizan y modelos de desplazamiento en los que los nimeros enteros

representan desplazamientos a lo largo de un camino, en uno u otro sentido.
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modelos sean incluso un obstaculo para la comprensién de la estructura multiplicativa de
los nimeros enteros.

Por otro lado, la hipétesis de que varios de los obstdculos definidos por Glaeser son
manifestaciones de un obstdculo méas general: el de la concepcién del “nimero como me-
dida”, hipétesis formulada por Duroux (1982) y Brousseau (1983) y asumida, posterior-
mente, por otros varios autores (Coquin-Viennot, 1985; Schubring, 1986; Iriarte et al.,
1991, entre otros), plantea también dudas sobre si la utilizacién de modelos concretos esté
en consonancia con el tratamiento didactico que debe recibir un obstaculo. Sin embargo, la
posibilidad de que los modelos concretos resulten ser un obstéculo didéctico o contribuyan
a reforzar un obstéculo epistemoldgico tampoco ha sido estudiada en profundidad y, desde
luego, la bibliografia que se dedica a buscar y proponer esos modelos concretos, se olvida
o desconoce dicha posibilidad.

Una vez hecho el resumen del estado de la cuestion, podemos pasar, sin méas dilacién,
a exponer los objetivos de nuestro trabajo. Son los siguientes:

- Investigar los obsticulos en la historia de los niimeros negativos utilizando para ello
el concepto de obstaculo epistemoldgico que propone Brousseau.

- Constatar si dichos obstéculos histéricos perviven en los alumnos actuales.

- Analizar en qué medida afectaria la existencia de obstéculos epistemoldgicos a las
practicas habituales de ensefianza del mimero negativo y a las nuevas propuestas
didacticas.

- Verificar si el uso del concepto de obstdculo epistemoldgico que propone Brousseau
nos lleva a obtener resultados que por otras vias no se han conseguido, lo que, de paso,
nos permitiria decidir si dicho concepto resulta 1til en la investigacién didéctica.

- Profundizar en las condiciones histéricas que hicieron necesaria la aparicién y posterior
evolucién de los nimeros negativos, informacién que consideramos relevante de cara
al disefio de posibles génesis escolares de la nocién.

5. Algunas aportaciones al tema

Entre las aportaciones que, hasta el momento, creemos haber hecho al tema de los
obstéaculos epistemolégicos en la ensenanza de los niimeros negativos, podemos citar las
siguientes:

1) Sobre la metodologia precisa para determinar obstdculos en la historia de las ma-
temdticas

El concepto de obstaculo epistemoldgico propuesto por Brousseau requiere ciertas
adaptaciones para poder ser utilizado en la historia de las mateméticas. De entrada, un
obstaculo es una concepcidn, es decir, un conjunto de conocimientos y saberes que lleva a
un individuo a dar respuestas vilidas en un cierto campo de problemas, pero falsas o poco
adecuadas en otro. Esta formulacién permite distinguir concepciones en los alumnos por
medio de cuestionarios que ponen de manifiesto los errores que cometen y las dependencias
que se establecen entre ellos. Sin embargo, las concepciones de los mateméticos del pasado
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sélo pueden determinarse estudiando sus obras, y en ellas, como consecuencia del fenémeno
de la transposicién diddctica, apenas quedan huellas de los errores, vacilaciones, dificultades
o fracasos propios del proceso de creacién matemaética.

Asi pues, la deteccién de errores no puede constituirse en el eje alrededor del cual se
establezcan las concepciones histdricas, sino que habra que buscar los indicios que nos per-
mitan deducir las dificultades o fracasos que no suelen evidenciarse en los textos histéricos.
Uno de estos indicios es el campo de problemas que aborda la obra matematica considerada
y las técnicas que utiliza para resolverlos. Los limites de ese campo y las caracteristicas de
las técnicas empleadas pueden indicar zonas de dificultad, zonas donde la concepcién no
es eficaz, lo que nos ayudara a definirla.

Ahora bien, un obsticulo es ademéas una concepcién que se resiste a evolucionar o a
ser sustituida por otra, incluso cuando se hace patente su fracaso. Establecer el caracter de
obstéculo de una concepcién histérica exige algo mds que comprobar su eficacia o ineficacia
en un cierto campo de problemas, exige comprobar que, a pesar de las repetidas dificultades
que producia, la comunidad matemética se resistié por largo tiempo a abandonarla. Y en
este punto hay que tener en cuenta varios aspectos:

- El hecho de que un determinado campo de problemas no se aborde puede deberse,
bien a que los matemaéticos de la época considerada lo han intentado, pero su concepcién
no les permite afrontar con éxito su resolucién, o bien a que ese campo de problemas no
forma parte de la preocupaciones matematicas de dicha época. Hay que distinguir estos
dos casos porque en el primero nos podriamos encontrar ante una concepcién obstaculo,
mientras que en el segundo caso es méas dudoso.

- La distincién entre conocimiento y saber. Cuando se estudian las obras matematicas
nos encontramos con que determinados conocimientos estan en la base de algunas de las
técnicas usadas para resolver los problemas, pero no se explicitan, no se tratan como un
saber. La existencia de conocimientos que “se usan” pero de los que “no se habla”, puede
indicar que la concepcién tiene dificultades para integrar conocimientos necesarios para
resolver nuevos campos de problemas, lo que es un sintoma de obstaculo.

- Otra idea importante para caracterizar obstaculos en la historia de las matematicas
la aporta Gascén (1993) cuando propone que un obstéculo epistemolégico debe buscarse en
los origenes de una bifurcacién, entendiendo por tal un cambio en la naturaleza del trabajo
matematico, tanto en lo referente a sus técnicas como al campo de problemas que aborda.
De esta manera liga y, por consiguiente, limita la existencia de obstéculos epistemolégicos
a los momentos de ruptura producidos en la evolucién histérica de las matematicas.

Por consiguiente, a la hora de caracterizar las concepciones histéricas hemos tenido en
cuenta las siguientes variables: campo de problemas, objetos de referencia, conocimientos,
saberes, limites de la concepcién y relacién de la misma con las mateméticas de su época
y de épocas anteriores y posteriores.

2) Sobre los obstdculos en la historia de los nimeros negativos

En primer lugar, hay que decir que, hasta ahora, las aportaciones epistemolégicas al
tema se han hecho desde el punto de vista de estudiar la “historia de los ntimeros negativos”.
Solamente Brousseau (1983) y Lizcano (1993) hablan de algo que nos parece fundamental:
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no se puede interpretar la historia de las nociones matematicas en términos de una sucesién
de estados intermedios, defectuosos o incompletos, respecto a un ideal que se alcanza en
nuestra época. La conflictiva emergencia de los nimeros negativos pone de manifiesto la
existencia histérica de diferentes formas de negatividad matemaética que, ni fueron, en su
momento, entendidas como ndmeros, ni pueden interpretarse como un proceso continuo
que desemboca, inevitablemente, en el nimero negativo actual. Esto nos lleva a utilizar,
siguiendo a Lizcano, los términos ‘negatividad’ o ‘formas de negatividad’ para indicar lo
que habitualmente se consideran antecedentes histéricos del niimero negativo.

Por tanto, nosotros no hablamos de concepciones histéricas de los ‘ntimeros negativos’
sino de concepciones histéricas de la ‘negatividad matemética’, sin establecer a priori
una identificacién entre las formas de negatividad que esas concepciones revelan y los
nimeros negativos actuales. Esta precaucién nos ha permitido darnos cuenta de que esos
“antecedentes” no lo son sélo del nimero negativo, sino también de otras varias nociones
de las matematicas actuales: traslaciones, vectores, recta real, segmentos orientados, etc.

El estudio de diferentes concepciones histéricas sobre la negatividad® pone de mani-
fiesto, a nuestro juicio, la existencia de dos concepciones obstéculo: la primera, aparecida
en la matematica griega clasica, se organiza alrededor de la diferencia entre cantidades en-
tendida como operacién de “sustraer de lo que previamente existe”; la segunda se establece
definitivamente en el siglo XVII, cuando se asume una interpretacién de la diferencia entre
cantidades en términos de variacién o diferencia orientada o relativa.

Los objetos de referencia de la primera concepcién obstaculo son, por una parte, los
nimeros naturales y las razones de nimeros naturales, entendidos ambos como medidas
absolutas de cantidades de magnitud, es decir, medidas en las que el cero representa la
ausencia de cantidad de magnitud y, por otra, la diferencia de nimeros naturales o de sus
razones con minuendo mayor o igual que el sustraendo, entendida como “sustraccién”. El
campo de problemas que aborda es el de los problemas aritméticos en Q1 o R*, resueltos
con técnicas algebraicas en las que intervienen operaciones con diferencias o con sumandos
y sustraendos. No se asume la existencia de una diferencia con minuendo menor que el
sustraendo, ni la existencia de un sustraendo aislado y el algebra estd subordinada a la
aritmética y es simplemente una herramienta de resolucién de los problemas aritméticos.

En la segunda concepcién obstdculo los objetos de referencia son, por un lado, los
numeros con signo entendidos como medidas relativas de cantidades de magnitud -medidas
referidas a una cierta cantidad de magnitud tomada como origen a la que se adjudica la
medida cero-, o entendidos como medidas orientadas -medidas a las que se anade un signo
que refleja una cierta cualidad bivalente de la magnitud-; por otro lado, las diferencias
de ntmeros positivos con minuendo mayor, menor o igual que el sustraendo, entendidas
como variaciones o “diferencias” orientadas. Esta concepcién permite “dar sentido” vy,
en consecuencia, aceptar las soluciones negativas de las ecuaciones, lo que autoriza el
desarrollo de la teoria de las ecuaciones algebraicas, pero no justifica la estructura ordinal
ni multiplicativa de R.

5 Concretamente se estudian las que aparecen en la Arithmetica de Diofanto (siglo I1I d.C.), los Nueve
Capitulos del Arte Matemdtico de Liu Hui (siglo III d.C.), el Triparty en la science des nombres de Chuquet
(1484), el Treatise of Algebra de McLaurin (1748} y A treatise on Algebra de Peacock (1830).
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38) Sobre la necesidad de tener en cuenta los obstdculos histéricos en la enserianza de
los numeros negativos

Los modelos concretos que se utilizan para introducir el nimero entero funcionan
como metiforas o analogias: se supone que el modelo “se parece” al numero entero y,
como consecuencia, las reglas de funcionamiento del modelo, supuestamente familiares al
alumno, pueden extenderse al sistema de los nimeros enteros®. Ahora bien, los objetos
que componen esos modelos concretos, o bien son magnitudes orientadas o relativas que se
neutralizan, o bien son desplazamientos o posiciones en uno u otro sentido de recorrido. Por
consiguiente, las propuestas de ensefianza de los nimeros negativos basadas en modelos
concretos, aun cuando pueden ser adecuadas para franquear el primer obstaculo episte-
molégico, refuerzan a cambio el segundo obsticulo epistemoldgico, precisamente, aquel
que fue necesario superar para construir el concepto actual de niimero negativo.

Pero adem4s, histéricamente la negatividad surge en el contexto del 4lgebra y son las
necesidades del célculo algebraico las que determinan las reglas de manejo de los nimeros
con signo. De manera que en las distintas concepciones histéricas sobre la negatividad no
son los aspectos semanticos los que determinan la sintaxis de dichos niimeros con signo, sino
las exigencias de las técnicas de cdlculo algebraico. Sin embargo, en la ensenanza actual
los ntmeros enteros se introducen en un contexto aritmético, tanto en las situaciones
que presenta como en las técnicas que utiliza para resolverlas, contexto en el que no son
necesarios como estrategia de resolucién. En consecuencia, el establecimiento de sus reglas
de calculo queda totalmente a merced del modelo concreto que se utilice para introducirlos,
y este tratamiento didactico contribuye todavia més a agravar el obstaculo epistemoldgico.
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